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Introduction
Petits jeux



Jeu numéro 1

Quel est le point commun entre
les quatre images qui vont suivre?





























Jeu numéro 2

Quel est le point commun entre
les trois images qui vont suivre?













La mathématique est l’art de donner le même nom à des choses
différentes.
Henri Poincaré 1908.



Jeu numéro 3

Quel est le point commun entre
les quatre images qui vont suivre?



Sel sur une plaque vibrante



Rouille



Côte (australienne)



Fond cosmologique diffus



Maintenant, qu’est-ce que la science? [...] c’est avant tout [...] une
façon de rapprocher des faits que les apparences séparaient, bien qu’ils
fussent liés par quelque parenté naturelle et cachée.
Henri Poincaré 1905



Partie 1
Les plaques vibrantes



Ernst Florens Friedrich Chladni (1757-1827)



Euphone



















Vidéo









I 1806 : Prix de 3000 francs pour une théorie mathématique
des figures de Chladni.

I 1816 : Prix gagné par...









I Née à Paris en 1776 dans une famille aisée et cultivée
I Père commerçant en soie et tissus, député de la

Constituante de 1789 à 1791



I Une véritable bibliothèque avec des livres de
mathématiques

I Son père lui cache les bougies pour qu’elle arrête de
travailler les mathématiques... puis finit par céder et la
laisse apprendre en toute liberté.
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I Une véritable bibliothèque avec des livres de
mathématiques

I Son père lui cache les bougies pour qu’elle arrête de
travailler les mathématiques... puis finit par céder et la
laisse apprendre en toute liberté.



I Sous un nom d’homme (Leblanc), elle récupère des cours
de l’École polytechnique.

I Échange avec le mathématicien Joseph Lagrange.

I Subit le sexisme de nombreux mathématiciens



I Sous un nom d’homme (Leblanc), elle récupère des cours
de l’École polytechnique.

I Échange avec le mathématicien Joseph Lagrange.
I Subit le sexisme de nombreux mathématiciens



L’académicienne Nalini Anantharaman,
spécialiste mondiale du chaos quantique

(une théorie proche des figures de Chladni)











Figures de Chladni

=
lignes nodales



Figures de Chladni
=

lignes nodales



Questions !

I Quelle est la forme de ces lignes nodales?

I Y a-t-il des lignes qui traversent des grands rectangles de
gauche à droite ?
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gauche à droite?



Conjecture de Berry : Ces déformations de plaque à grandes
fréquences ressemblent beaucoup à des déformations aléatoires
(fabriquées au hasard).



À gauche, une plaque rectangulaire et ses figures de Chladni
À droite, une déformation construite au hasard



Questions, version probabiliste !

I Quelle statistiquement est la forme de ces lignes nodales
aléatoires?

I Quelle est la probabilité qu’une ligne nodale traverse un
grand rectangle de gauche à droite?
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Partie 2
La rouille





















Un pile ou face pour modéliser la rouille

I case verte si pile (pas rouillée)
I case blanche si face (rouillée).





Les traversées de percolation ressemblent à
des bords de zones rouillées



Les traversées de percolation ressemblent à
des bords de zones rouillées



Question !

Quelle est la probabilité que la rouille connecte deux bords
d’un rectangle?



Jeu :
I Blanc gagne s’il traverse horizontalement
I Vert gagne s’il traverse verticalement.

Qui a gagné ?
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Blanc a gagné !





Vert a gagné !



Jeu avec argent :
I si Blanc traverse horizontalement vous gagnez 1 euro
I si Vert gagne traverse verticalement je gagne 2 euros

Jouez-vous avec moi?



Jouez-vous avec moi?



Quelle est la probabilité que
I Vert gagne (traverse verticalement)?
I Blanc gagne (traverse horizontalement)?











Pour un carré :
I La probabilité de traverser horizontalement ou

verticalement est 1/2.
I Donc le jeu équitable est un contre un



Rectangle 2 :1 (deux fois plus long que large)



Qui gagne?



Vert gagne !





Blanc gagne !



Jeu 2 :1
I si Rouge passe verticalement, je gagne 1 euros
I si Blanc passe horizontalement, vous gagnez 1 euros.

Jouez-vous avec moi?



Jouez-vous avec moi?



Jeu 2 :1 bis
I si Rouge passe verticalement, je gagne 1 euros
I si Blanc passe horizontalement, vous gagnez 2 euros.

Jouez-vous avec moi?





Pourquoi cette réticence à un pari deux contre un?
I On coupe le rectangle 2 :1 en deux carrés adjacents

I Si Blanc passe horizontalement alors :
1. Rouge ne traverse pas verticalement dans le premier carré
2. Rouge ne traverse pas verticalement dans le second carré

I Ces deux événements sont indépendants.

I Et de probabilité chacun
1
2

I Donc la probabilité que ça arrive est
1
2
×

1
2

=
1
4
.

I Donc la probabilité que Blanc gagne est inférieure à
1
4

I Donc la probabilité que Rouge passe verticalement est

supérieure à
3
4

.

I Au total c’est au moins 3 fois plus facile pour rouge que
pour blanc.

I Donc le pari doit être au moins 3 contre 1 !
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Jeu 2 :1 ter
I si Rouge passe verticalement, je gagne 1 euro.
I si Blanc passe horizontalement, vous gagnez 15 euros.

Jouez-vous avec moi?



Quel est le jeu équitable?

Quelle est la probabilité de traversée horizontale (ou verticale) ?
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Théorème (Stanislas Smirnov 2000) Quand la taille du
rectangle 2 :1 tend vers l’infini, le jeu équitable tend vers :

1 euros pour Rouge vertical
contre

4, 74 euros pour Blanc horizontal.
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Pour un rectangle 4 :1, c’est
1 euro
contre

45,3 euros.
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Partie 3
Lignes nodales et percolation



Noir vertical gagne contre blanc horizontal

Quelle est le jeu équitable ?



Noir vertical gagne contre blanc horizontal
Quelle est le jeu équitable ?



Carré : le jeu équitable est

1 euro contre 1 euro
Probabilité = 1/2 pour un carré
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Probabilité pour un rectangle 2 :1?

Problème ouvert !

Conjecture : même réponse que pour la percolation hexagonale.
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Le champ de Bargmann-Fock



Image Alejandro Rivera



f (x, y) =

∞∑
i,j=0

ai,j
xiyj√

i!j!
,

avec les coefficients ai,j indépendants et suivant la loi normale
standard N(0, 1).



Quelle est la probabilité de traverser horizontalement?



Théorème (Vincent Beffara et D.G. 2016) Il existe p > 0 tel pour
tout rectangle de forme 2 :1, Bleu Clair traverse
horizontalement avec une probabilité au moins p.



Conjecture : La probabilité optimale est la même que pour la
percolation hexagonale.



Interlude : les premiers mondes
aléatoires

Dragon Maze, 1978



Beneath Apple Manor, 1978



Starfield, 2023



Partie 4
De l’agitation dans la percolation



Spirale



?



Robert Brown (1773 - 1858 )



Une observation de 1828

Brownien gif



I 1905 Einstein donne une explication mathématique du
mouvement brownien des grains :

c’est le résultat de très
nombreux chocs aléatoires par les atomes du liquide.

I 1908 : Jean Perrin confirme expérimentalement la théorie
d’Einstein



I 1905 Einstein donne une explication mathématique du
mouvement brownien des grains : c’est le résultat de très
nombreux chocs aléatoires par les atomes du liquide.

I 1908 : Jean Perrin confirme expérimentalement la théorie
d’Einstein



Les mesures du physicien Jean Perrin et une trajectoire
mathématique



Les mesures du physicien Jean Perrin et une trajectoire
mathématique



Théorème (Schramm-Smirnov 2001) À très grande échelle les
traversées de percolation les plus basses de rectangle
deviennent des transformations d’un mouvement brownien.



Brownien→ Traversées de percolation



Il y a un lien profond mathématique entre la rouille et le
mouvement moléculaire !



Comment transformer une courbe en une autre?

Jeanne d’Arc Girubuntu (Rwanda)

I Un point du pneu extérieur suit un cercle dans le
référentiel de la cycliste.

I Dans le référentiel d’un spectateur, quelle trajectoire suit ce
point?
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Cercle→ Cycloïde



Astro gif



Astro gif



Cercle dans un cercle→ Astroïde



Cercle dans un cercle→ Astroïde



Brownien→ Bord de percolation



A-t-on la même relation entre les courbes nodales et le
mouvement brownien?

Beaucoup plus difficile :
Pour les futur·e·s mathématicien·ne·s : vous !)
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A-t-on la même relation entre les courbes nodales et le
mouvement brownien?

Beaucoup plus difficile :
Pour les futur·e·s mathématicien·ne·s : vous !)





Du brownien dans le fond diffus cosmologique?



Conclusion



I Les mathématiques structurent le monde physique

I Un même objet mathématique peut survenir dans des
phénomènes qui n’ont rien à voir a priori

I Les mathématiques actuelles sont passionnantes proposent
toujours plus de mystères à comprendre

I Les mathématiques sont faites pour les femmes comme
pour les hommes !
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